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RESIDUALES EN EL CASO 
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-9 En la teorfa de corz.lt,entes residuaies hsociadas a formas 
meranorfas de~arrolJ~&~por Coleff y Herrera en 111 , quedan plan- 
* .  # 
( 1 :  ; ! - :  
teados algunos problemas no ~~~tzeltos, referidos a1 caso de inter- 
secciones no completas. Tales sent la "invariancia de tubosm, pro- 
piedades de "puridadn del sopor.te de las corrientes residuales y 
la nulidad de las mismas en el aaeo de formas regulares con respec- 
to a una hipersuperficie de la familia 3f . Parte de es$e treajo se 
dedica a la resolucidn de dichos problemas. 
En el trabajo citado [I], 10s autores derinen tambidn la 
funci6n residuo fibrado, y demuestran sus propiedades en el caso de 
inters&cciones completas; se extiende aquf la definicidn a1 caso de 
intersecciones no completas, probando propiedades anblogas. 
dW - 
Se desarrolla ademas m a  tecnica que facilita el c6lculo de 
10s residuos, permitien40 reemplazar las hipersuperficies origina- 
les de la familia X , we en geheial admiten componentes irreduci- 
bles comunes, por otras sin colnponentes irreducibles comunes. # -  
I r 
Por simplicidad se supondrd gue el espacio X sobre el que 
r . 
1 - 
~e trabaja, es una variedad hoL-rfa de dimensidn csmple ja n. La 
generalizacidn a1 caso en que X es un espacio complejo reducido, no 
presenta otras dificultades que las ya resueltas en [I], Y se mite 
, .- esa raz6n. ' 
.- . 
. - ..!.'+ 1 ;y ;.\ ;j 
,; -,.. . , -, . ,b-&g:.4i- +< 
' ' r i  I  El presente trabajo dk$i dividido en tres capftulos: 
.im - 1 : -  
I .  CAPITmtO I . . 2 r ,  
I. I 
La situaci6n eonsiderada en [I] eg siguiente: sea X= 
-4 
{Y,  ,....., Yp+l 3una familia dn p+1 hipersupe'riicies complejas en X. 
-2-d 
" Dada una q-forma meromorfa X sabre X con polos sobre la unidn 
P +1 
U 5 U Yi se def inen las corrlentes (pcl) -redduo Fl$ y] y p-resi- 
-. i --'I 
duo valor principal R P d  ?] asociadas a 7 ; localmente en X, estan 
. definidas por-10s 
' donde : 





0 )  * 
, es tan multi-radio gue cdn- 
4 :  '3  i < 1 , ideal- 
de dimensi6n xe@l 2n*&L - orientatlo de forma conveniente, 
.* 
I %+'(+I = 5(4) fi I - ,  , es el p-tub0 1, {I, , . PI. im::;**)m - .3 , m i a d o  a , .* . ,  
..-' i+ .. ' i 
I : + 1'5- . 'V 
f 
d) a y B son forma; . hrenciales . d$ c- 
7 
En este capftulo se anuncian 10s resultaaos principales de 
RPw Y debidos a 111 que se utilizarsn posteriormente. Asimismo 
se egtablece I 
PITULO I1 
El objeto de este capft~lo es asociar a una familia Je = 





- I '  'ie 
;--'.!*- c -  :hd 
para toda q-forma a mer sabre X con polos en 
c) localmente, las superficies d& la familia X ', no 
-. 
tienen componentes irreducil$$;i ccxWncIs. 
Como aplicacibn, ss 4 $an, la sigsi ente propiedad (.inva- 
'R : X ' I  - I _  - 8  
riancia de tubosn) : - a 
I .  " I  I ' I  
Sean 3C = f amilias 
P 
- ,  
* - 
hipersuperficies en X, 
- 1  '. 
~~b?ruaamientos normales. ,, 
z?ntonces 10s siguientes diagram&~ son co~utativos con las inclu- 
siones horizontales evident 
Se obtiene tambibn, wi -(a1 caoo de cruzamientos normales, 
. C 
, t  I 
que las corric ces q o ]  y R P ~ ; ]  son nulaa, si Y u es una 
-1 forma regular sobre alguna de .&as hipersuperfici~s de la dW35a . 
-L r l  *. \ - 
 sta as propiedades fueron damateadas en 1 11 para el cgb$ d*: 
tersecciones conplatas. 
Ignoramos si 10s diagrawsas (*) y, (**) son conmtativos, en 
caso de que se verifiquen b) y c),'pe,ra -- Lse no timen cru- 
Sea x = ,..., Yp+, 1 Sma en X 
I $ p < n , tales que d i a ~ , ~ ~  & Y ,  1 > n--lrp ; sea 4-Ve (Y, ,...,Y P 1 
!'c. 7 
, f s i  I ! 8 , d  / j , p . r  ,* F - 
I I - I . - 
* 7 
I I = ,  I : r , ,  . T L  - - I '  
- L 
8 - .  . '  .-I - i - Ah''! 
I I 
1 : Y + X la n : X + T un morf ismo de X en 
3-$ 
una variedad holomorf a regli;far T de dimensidn n - p , tal que: 
para todo t E T 
Para cada El' (x;tiP (*W) ) , se define la funcibn residuo fibrado X 
5 .y 
esencial, resa : Y + C , donde Y = Y - yP +I  , y se prue- 
ba: 
.y 
1) resx; n[ u 1 es localmente semimeromorfa sobre Y. 
2) Siademds ; E r e (  x;<(*vae)) y . E D  Z ( n - p )  (T), enton- 
ces : 
I. Esta f6rmula pemite calcular un residuo valor principa so re X, 
-6 un valor principal s o b e  Y. Como consecuencia se obtiene la 
propiedad de puridad del sopoxte de las corrientes residuales: 
Sea x = {Yl , * . * , Y p + l  ) una f a d b i a  de hipersuperficies en X. Sea 
; E I' (~;n;'~ (*m). Entoncas el soporte de I?$; 1 (resp.: de 
WX [ ] ) es la unidn de alpurns camponentes irreducibles de Ve (M) 
(resp.: dc ve ( W ) .  
Se generaliza luega, Lac propladad de antxslmecrza de 10s re- 
I siduos r e s p c t o  de l  orden d$;,$i fanilia x (case interseccibn con- <? ple ta )  , en e l  s igu ients  se q A W 8  
* I 





I d ( Y ) < n - e , ento  
j k  
F, 
I liE, 1) R P $ G ] -  sg (T).-s!w[G] 7 
I 2) 1 = sg ( r ) '%y [  31 
ry 
I para toda pe&iutaci6n T fil, ..., i I ) y toda q-forma u mero- 
morfa sobre X.  
q ;  ::. L . 5  >iJ,.- t 2La;vj 1 .  m i 'amm #fFI;l;r; , , 1 
Se prueba combo ccarolwip la propfedad de nulidad de l a  co- 
. griente residual  para una for%@ regular sobre alguna hipersuperficie  
1 
1.1 
Sea X una variedad n6f6brfa cis afll.nsibn n . Sea 4 + 
1 
(lf...fp) : X + C un morfimo, tal que las funciones no Sean 
Ldhticamente nulas. Notemo. 2, V(),), Y = {Yi : 1 < i < PI Y 
IS. 
R' el product0 cartesiano de p' copias de l  conjunto R, de reales 
> 
Para cada 4 = (61f...,8p) - (pb;dP) ER: se tienen 10s 
. . 
conjuntos: 
- = { x E X  - 3  r 14i1= 6, , I <  i<&.. -: --. +_ ;6bp AT 
w 7 -  - . - . q*-- 
I~Pg(4)l = { X E X  - Y t 141'6, 1 i < @. .j4*,-p 
1.*- 
4: >. 7 - , J <  . 
Cuando se verifica que -- ,t, 
- ,< I--- 
estos conjuntos se orientan mLenSwkte las convenciones siguierrk.e@: 
I 
para cada 6 E R , donde I $I I-' denota la operacibn "imagen inver- 
I sa de cadena semianalZtican do%in$da en [I1 . 
I La orientaci6n de 10s tuboh; T' (4) y lf (4) es la misma que A 8 
rn [ 1 I y se mantandrl a el traba jo. En el caso 
en que X = C , X = {Yl1 es el cfrculo lzl = 6 
..st .I 
con la orientacidn habitua&:,- 3 
En el caso de inter a e s  ccmpletas, se verifica que, si 
4 y pt  son suficientena@@b equdas, entonces T a y Ta, son 
J i . % 
. . 
~omblogos, o sea que T '$'* - = b S , donde S es una 2n-p+l- 4 ' . -  Pr: 7 1  ' d' ., 
., A . 
cadena semianalftfca conve . 
Introducimos la notacl$h r 
X (i) = {YI,...,Y,",Y,+) ,... ,Y,,+,I 
u K = u {Y, : 1 i S' p ,+, 11 
n x = n {r, t l < f G p + l )  
No se hace ninguna hipbtesis @&re la .dfinensibn de fl %. Se ~lcepta 
tanbien la posibilidad que T, = Y, , 2 4 i 6 p + 1, 
1.3 
- 
Una trayectoria admisible en R' , p 5 2 es una aplicacidn 
i slftica 
tal que 
6* b) lim - = 0 , 1 C i r p - 1- , para todo qE N 
6+0 6f+, 
Es inmediato entonces, que dl 
I 
(cf. [ 11 , (1.7..9) 
++ - - 
.$**&&a familZa de h Sea K = ' { Y ,  ,-.-rYIh. 
Eli jamos ecuaciones 4 %  4. T, sobre un 
J ': 
1:- L~&8ntemos 4 = (4,  , . . . ,),+,). tes tubos ~'6+'(0 N 
. . , ces def inidos para 6 p - y Zas lsmites: 
< i < p , se tiene 
-- = ? I  
N 2n-p-1 
r 2- ,- B E r c (W;ax (*w) , e x i h  y verikican las siguientes propie- 
i- k. " 
u - dades: I -  I 
- Los lfmftes (1.4.1) y (1.4.2) son independientes de la eleccidn 
+ $* 
I f+ zL 2~ 
.#@;, 
. & f  2. 
-[ :  1 
"r 
?f - 
respectivamente. En parti&& 
7,- ' I 1 
I-, : 
p +1 p + 1 -  
R (u) 
4 
FA., L - ! , ,. .-: ,!?$$:-:> 
.@.l - ;,+':?+ 4- R' ( a  0 
."'I$*. 
-. 
1 .  
';.- '. ' 
7 f 
i 
am--p-1 ; E r 6 (WFL* (*we, 
; E re ( w t # y p - 2  (*crsr) 
- Para cada u E I Y W ; S ~ - ? * ~ )  , 10s funcional 
l j b A m i * i  i :  I 
1 1 :  I 
+I " P P +  - 
I 1 ~ ' d  Iul[a) = R P fu,.) 
p + i  
~ + ' [ ; x B )  = R ( ~ ~ 8 )  
2 a -q 
con-  ED (W) y $ E $'n'C ) , son contfn 
el espacio D O  (W) con la topoloqfa usual. 
, . 
- Existon conjuntos analfticot'caeplejos Ve (a0 y a (X) sn X, 
d n i c m e n t e  asocipdos a 8 il&a dimensi6n pura n-p-1 y r p  , 
p + 1 -  
mnteniendo respectivamente 1- ~ p r t e s  tie las corrfentes R [u] y 
! 
R' oP +'I;] 
- Para cada trayectoria adm&smre 4 en R puede encontrarse 
0 
dp +I  > 0 , tal que para cada fijo, 0 < 6 p + 1 <  6:+, , el lfmite 
h ? , ~ '  
g:; Y'i .;, T J : ~  - 
- Las def inic iones  
;tt ' 7 
, \ -  
locale .  g>:' R'P sobre se reco 
en virtud de homomorf ismos : 
. g - ~ u s  valorea en l a s  forsa&, 6 ire llamardn el  
St =. 
respect 
'a- . . 
que son corrientes  sobre X grw-s a (1.4.5)  y serdn lla~badas el  
C1 
i 
b ‘ p r e s i d u o  valor principal  de y e l  (pel) -residuo de ). . Bn e l  
I carso p = 0 , se ohtienen 1- _mrr ientes  valor  principal  - PV y 
. - [ rasiduo R e s  de [2] . En a%w trabajo serfin notados cow P y R ,  I -
1.5 La interseccidn 
,=t,!T 
Con la misma notaciwq9a en (1.4) definimos el conjunto 
I. < ($) (respectivamente ve @i~ 1 de los puntos x E W tales que pa- 
. - 
ra todo entorno U de x f cada 6 o > 0 m x i s t e  6 
) < 6 < 6 , tal que 3 .  
C 
P +I (respectivamen e: U,n: k4 ($)I # 4 1 .  &jt it  + ~ l i l ~  
I! Es claro que 
b+ -. 
, ' -m- ,t y usando (i.4.bjt se tiene: 
,-. 
Rp Pp 
, si sop (2 n ce 0 )  
Rp+'(;) = 0 , si SOP (5 n Ve ( $ 1  
MS. conjuntos Ve ( 4 )  y Te ( 4 )  son independientes de la trayectoria 
admisible y de las ecuacionas 4, elegidas para qmstruirlos. 
" 4 
En consecuencia guedan clef inidos 10s conjuntos Ve (a0 y ce (H) en 
X llamados intersecciones esenciales -- de la familia que coinciden 
localmente con V ( 4 )  y ($1  . 
e 
( y Ve (H) puedan construirse por recurrencia de la si- 
guiente forma: Y' o = X , y para cada i , 1 i 6 p , sea 
Y: = U (componentes irreducfbles de Y n Y, ' Y, +, 1 
Entonces ? (aC) = Y' 
e 
y verm -Y' n Y  
P +I  
(1.5-3) 
P P 
Se sigue de la construcci6n anterior: 
nalftico en X de dimensibd p kebap.: n - p - 1). 
- 
componentes irraducibl d& R X(p+i) que no estgn contenidas 
I iw . gpj;r? , ':=%. v ,  - Lr  - trt&i-- . ;.1,;\ 
%+I 
- -  
T ,.. '$ - - cb) Si dim, fW(p+l) - P , eetoncas \ (30 es la unidn de 
I .  25 [d 
- 8  3': . - . '  C) Si dim n X= n - p . -  2 (caso Be interseccidn completa), -- 
.z k L - , :  , ,- - 8 
entonces x .  
.- . 
r 
;, !{I 1 pit 11:, v (30 = n x. 
a 
En general 9 (m y ' \ (m dependen del orden de las hiper- 
superficies en la familia X corao se observa en el siguiente ejem- 
plo: 
y, I { Z  , z,}= 0 
Y ,  = {zJ  = 0 
Rn este caso, Ve (Y, ,Y, ) = Q lientras que 5 (Y2 ,Y, ) = . 
1.6 Propiedades de "reqularidadmen el caso de intersecciones 
- ---- 
cualesquiera . 
Si r (1;  S P  ( 1  ) ) , entonces 
- "" i 




,. .r ..si a e (10 = v e (X(~+I), y X E ~ ( W I S  (*Wp+l) 1 )  !. .-: 1 
entonces 
Si ademSs p > 1 , tintonce8 ,RPX [?I = %, +, )[:I . 
, -r .- 
, _ I  
1.7 Propiedades de 
- -




completa . . - . . L  
. 
- .  
:*t . 
.. . 
Sea dim rBP - n-p-1 Si ? E 
I, I I 
m 
1 C I 11.Imv bL lcF$ para cualquier 1 < i < pi 
Sea dim fW = n-p-1 y Bf311 fW€(p+l) = n-p , ent0n-s 
I - 1.8 Propiedades -- de la "invarlancia - de tubosn ---- en el easo de inter- 
secciones cualesquiera . $ j@g 
-3 ( 
I I 
? .  
J I 
Sea 1 otra familia de hipersuperiicies 
I - i  l '' en x tal que: 
C v1 
a) Y, y; , y* +I *.+I y Y, = Y; , 2 e i ~ p .  
b) ? ( C ( ) (lo ' que iraplica que V (W. C V (XI ) ) 
a e e 
Entonces 10s diagrams (*) y I**) (cf. pag.4 y 5) son conmutativos. 
1.9 Propiedades ds "invarianqia de tubosn en el caso de intersec- 
- - -
cidn completa . 
-
S i  d imcm = n-p-1 , + dependc de manera a l t e rnada  d e l  . 
orden de l a s  h ipersuper f ic ies  be l a  famil ia  ;fC . ( l e l O . l )  
S i  dim, cBG n-p-1 y dimcn X(p+l) = n-p , entonces 
- ::!I 
depende de manera a l t e rnada  d e l  orden de l a s  h ipersuper f ic ies  
' de l a  fami l ia  X . 41.10.2) 
. 
I -  I I wF!+:l 
i - = '+ L 7- 
I - 
1.11 Puridad 
- +ii'@ .it 5 .  8 
.e, 
w i \ p ;  i : J ; t r  , r c -  ,7 - 
' 1 . I 
Sea X una variadad y - ?.+.,I' ( ~ 3  (*W ) . Entonces: 
- 
a) S i  dimcn X = n-p-l , entonces e l  sopor te  de R [i] es l a  
unidn de algunas amponentes ilrreQucibles de n K . 
= n-p-1 g d i a n  3C (p-tl) = n-p , entonces 
s la  anfen de algunas componentes i r r educ ib l e s  
ii - 
N denotard el conjunto nbmeros naturales y el cero. 
;:k 
Si z = z1,...,z E em a! - (a1 , . . . ,a ) E l!+?. , antonces 
. $  n 
Sea A(p,n) la familia de 10s subconjuntos I ={il,. . . C 
P 
c 11 ,..., n} con 1 i i . < i C n . Para cada 
P 
I A (p,n) , notaremos: 
entonces 
z(1) = (zl ,..., Z 1 = 
1 Jn- p . 
l a d  = max { l z , l  : 1 < i 4 133 l z.(I) I = maxi 1 z, 1 : j E 33 
Asimismo, para cada 6 > 0 
BI; - { W E B :  t o a n >  61 
4 
Si B E N  'Xn es una matriz dk - p f ilas por n columnas, denotare- 
nos W r  6, el elemento de 34 i-sima f i l a  y j-sima columna de B .  
I, =(Bil ,..... ,Bin) es la %-&.ha fila. 




Si B E N  ( ' + I )  Xn , B1 (p+1) dssigna la matriz que time las prime- 
ras p filas y las columnas il< .... .. <i de $ y B(p+l) es la 
P 
matriz construida con las pr3meras p filas de $ . . 
Asimismo, notaremos: 
dz = dz, , . . . .dz 
n 
dg,= dztl ,**..A dzi ' 
I presentacidn bnica, la expres-&6n candnica de w : 1 
dPnde A,BI M son subconjuprWMz crzdsnados de {l,.,.,,n3 , dos a dos 
disjuntos y tales que hi.''%# 1 BI + 21 M I  = 2n-p. Necesariamente 
Direms que 8 f N P x p  :,eg - nonnal si det(B)#O Y si 6 ~uede 
tr)ansformarse en una matrs angular superior medianta una per- 
mutacidn de sus columnas. 61. 
Decimos que 0 E N ( P + ~ ) * R  es normal si B ~ + ~  = o y @(pi) 
as normal. Diremos tambieh q ~ e  B E sPxn es normal, si existe 
A C 1 ,  . n , I A ~  = p , tal qua 8, es normal. 
Consideremos la expresibn candnica 
- E &2 " -p 
w = b(z )  dzA,dzB (c") 
pX n 6 B E N  ( P + I ) X ~  Decimos que gg n'omal respecto 2 B E N  
(o simplemente, que es normal, si no hay lugar a confusi6n), si: 
I B I  = 0 , I M I  = n - p y B, es normal 
a sea k E go (cn ) , y E , I E A (p,n) . Entonces 
2.1 Definicidn 
- 
Sea a  E $ X n .  Defininps entonces una nueva matriz 
k(a)  E N  PX n 
llamada nmatriz esencial asaciada --I a an  como: 
s i a  * O  y a 4 = 0  i < k . < p  
i l 
( 2 . 1'. 1') 
'I 
i 
si a  - 0 6 aii # 0 , per0 existe i J  









. .  . 
y solo si E(a,) a&!mmal.  
Entonces 
I Demostracidn: I -:I 
I Si a, es normal, entqces existe una permutaci6n de sus co- I 
I l m a s  que hace de ella una mtriz triangular superior. 
Haciendo 
1 - 1  - 
la rnisma permutacign de columnas en E(a, ) ,  podemos suponar, sin 
' ' C  
Ardida de generalidad que A = 1 , . . . p y a, es .triangular su-r 'Cg 
I prior. Como a, es normal, debe ser det(a,) + 0. Luego, a,, Z 0 
para todo 1 < i 6 p Y = O  si p.i>j , %  can 1 < i 
I 1 < 3 < p . Luego, de (2.1.1) se tiene: 
I 
m E(a) , ,  = 1 B(U)~, 0 si i+j , con 1 4  i,j 6 p 
I hoego E(aA) es nornal. ? ,  .". 
I RecSprocamente , ouponga~m .'ccao antes que E (a,) ya es triangular 
mperior , o sea que E a )  es la rstriz identidad en Z f X  * . Luego, 
I B.(a), = 1 , 1 < i < p ilplica qua a,, + 0 . ~ d e d s ,  &I hecho 
I . me a = 0 con 1 > j , !Big= que all = 0 si i > j. I: 1 n I - 
En cfecto, si fuera utj O, cum E(a)ij= 0 se deduce que ' ' I  1 
I I ,& existe k > i to1 que ag +.Q. Sea r = max { ie* tag # 01. 
I Luego a, Z 0 y a,, .: 0 , p#ra todo r 4 s < p. Pero entonces, 
I serh ( a )  = 1 con r > i 3 j , aontradiciendo que ~(a,) es 
I I I  - triangular superior, lo que demuestra el lema, 
~erif icaremos entonces que E(E(a) .@),, = E(U.B)~~ 
Caso 1) : E(E(a) . = 1 
Es necesario entonees probar que: 
.. i) (a.BIij+ 0 
para al- 
d n k ,  l < k < m , e s  
Loago E(aIik+ 0 ,  o sea E ( a Q 1 , *  a,, #). Entonces, de (2.3.1) y I 
cs + 0 se tiene atk .8, , y pox lo tanto (a.8&+ 0 it' I I 
&mostracibn de ii): Qua.ra%w~ ver que (a.BId= = 0 I 
k 
I para todo r > i . Fijemos - r 5 i . Entonces, sf BI = O se sigue I I 
la tesis. Supongamos que 8* # O y probaremos entonces que arV = 0. 
Por hipdtesis es (E(a) .8),, - .  O para todo t > i. En particular 
para r. 0 sea (.E(a).B& = Z .8* = 0 , y de aquX E(a)*,')= 
k 
0 para todo k. 
.I C- estamos suponiendo q u ~ .  ' ld + 0 , se tiene E (a), = 0 . 
I 
Aquf hay 2 posibilidades: - 
a) alv = 0 , que prueba lo que queremos, o bien 
b) a # 0 , pero I urste e > r , tal que a*v # 0 
Sea u = max Ee > r : aeV+ i . 
Entonces alR ?' 0 y E ( a ) w  3. 1 ; p r o  corn Bd # 0 ,  se tendrla 
E ( a ) _  .Bvj# 0 y por lo tanto ( I : ( U ) . B ) ~ ~  # 0 con u > i, contradi- 
ciendo la hipdtesis del caso 1). Luego como b) no puede suceder, 
se tiene an = 0 como querfmos. 
Caso 2): E ( E ( ~ )  . $ I . -  = 0 
Probaremos entonces que E ( a  . B = O 
Notemos que E (E ( a )  . = 0 puede suceder por 2 circunstancias 
a )  (E(a).BIij'= 0 . 6 
b) existe r > i , tal que (E(a).Blrj# 0 
Si a) entonces E (a)ik . ft = 0 . y POT 10 tanto E a )  Bq = 0 
k 
para todo k. Si B4 = 0 para todo k, se sigue que aik .Bq  = 0 
para todo k, y por lo tanto (a.  B ) i i  = 0 . En consecuencia E (a. B ) ~ ~  = 
W. - - 
Si existe t , 1 < t G m tal que B t j  # 0, entonces E(a),, = 0. .. " 
&itoncesf o bien a,, = 0 , en cuyo caso no habrfa contribacibn en 
41 ' B l j  , 0 a,, # o , pero exfste r > i con f 0 .  C O ~ Q  Btj # ,  
I -. 
0 , entonces art .Btj  # 0 . tuago + 0 con r > i Y Par 10 
tanto E(u.Blij = 0. 
" ~ S S  b) ~ t o n c e s  eIli~te r & f eon (II (a) . BIrj* O m  Luego existe t 
i: > :  
- . . I  
4 









2.4 La aplicacidn 4 
I - i r-l 73 
Definici6n: Sea U un abierto de cn , n, y 4, funciones hola~or- 
fas definidas en U . hi (z)# O para todo z E U , 1 4  i 4 p. 
Sea a E EJ P X a  
se definen nuevas funciones halomorfas en U como sigue: 
1 0  Sea U = c4. Entmwes, si 
3 
- 
z3 +I - z1 z3 24 
= 
2 
- 9nWncea I:: z1 z2 1 I = z2 Z4 22 z4 
Dada entonces. una familia ) - (*,, ...,+ P ) de funciones holmor-,- L4 
-! L i 
fas en U de la forma (*) , M is aaocia una nueva fanilia = 
. 
(,,e..rp) llamada - 'la i r $ $ $ s  reduqida asociada - -  a 4".
I I  
2-54 Lema - 
-
~1 ; . 
I -Sea a  E NPxn . ~ n t  
.< > 
1 4 i 4 p , tal que - 4 :  
I - 
Demostraci Supongamos que no 
ra todo i , 1 < i 6 p , existe 
E ( a )  = 1 
letemos que i + j * ki + ki . En efecto, si i + j (digamos i < j) 
y k, = kj se tendrfa 
- #I, 
E(a)i3 = 1 Y E ( a 4  = 1 
contradiciendo la definicidn de E ( a ) .  
En consecuencia, se tienen p columnas diferentes, a saber - 
t ' - + I F  
k, I . . . .kp tales que E (a),+ = 1 . Permutando entonces las columnas, 
! ' 
de E ( a )  de manera que las primeras p Sean kt, ..., k respecti- 
P 
vamente, se obtendrfa que E ( a )  es normal y luego de ( 2 . 2 )  resulta- 




' I@ U s  hipdtesis de l.&:&f$nici6n 2 .4  , si a  no es nor- 
1.1, qciste 1 C i < p , tal * +: es inversibl I 
I I 
7 Ti , 
. - 
. - I -  - 
1 
4 I  
- 7.: 
buPostraci6n: Inmediata a ' b w i r  del lema anterior y lama 2.2 . 




$4 !; , 
r .  I .  
LY U 
Sean 4, , . . . , ( g8rasb;l;: da funcionas holomorfas clef inidos 
P 
en U entorno del origen en . Supongarnos que para todo 




h d e  a E N p X m  , la descompo@lcibn de cada germen coao prod-. 
to de germenes irreduciblea, siendo cada g, gennen inversible. 
Def inimos 
" N 
10s germenes esenciales aeociados a 4, , . . . , 4 p .  
2.8 Lema 
--
En las condiciones de la definicidn 2.7 , si a no es nor- 
-@ 
-1, existe i, 1 ( i < p , tal que 9, es inversible. 
- 
1 
mostraci6n: Inmediata a pastir de 10s lemas 2.2 y 2.5 . 
.2.9 - Def inicidn 
v*., : 
Si X - {Y 1 , . . . ,Y l $ q  a m  fslilia de hipersuperficies en 
P ;+- <,, 
.?<< ' 
X , definidas localmente p&$ $4; , . . . ,4.) , llamaremos 
. : 
e '  ,,': 
a la fanailia de h i p e r s u p e r ~ ~ s  en X definidas localmente por 10s 
En estas condiciones, la prop&afci$n siguiente resume las propie- 
dades fundamentales de la transformacibn X p .  
2.10 Proposicidn 
- 
I. U W =  u x e  
2. V e (X) = Ve (*I .(do 1.5) 
3. En general W e  # (X ' )' donde T es una pmnutacibn da 
i 
fl,...,pl y J f T =  {YT(o ,...,r tts 3 . 
4. si X = {YI ,X, 1 ene0acas ve (X) = v(We) 
8 
5. Con la notacidn da 2.7 , oi m < p , entarses ye(+) = 4 
6. Sean f , II r ~ m m n t s n t a s  de g8menes irreibefblas 
mn un entorno del origen en fl , tales que 
V(f, 1 I f f ik 1 = V4*;***q; 
tSme dimensidn pura n - k ,!para t d o  1 4  k < n. Sea p E m  y 
1 c r < p , entoncos ve (4) *,' 4!(' ) . En particular, en el caso de 
cruzamientos normales, v[+* ) &J mmpleta. 
7. Sean 4, ,*..,4,, $tag en el origen en c", tales que 
4 
( no necesariamentc ir les) , entonces 
Denrostraci6n: 1) y 4 )  son imdiatos a partir de la definicidn de 
00 y la construccidn (1.5.3) . 8 - ;Ta 
Para 2)  probarems el siguiente resultado: Sean % = 
= y,..,yP y Xl = {zl,..z 3 dos familias de hipersuparfi- 
P 
cies en X , definidas 1ocaLcrrente por las siguientes eauaciones: 
pi = V((,) , l i p  , i C k  
1 hnde 4 ,...,4p,a son funciones noloaaorfas definidas en W un 
aierto en X . Entonces 
- v e (XI = ve ,..,a.4, F o * , a o ~ k , ~ o , ~ p )  - 
En el proceso de constzuccidn por recurrencia de la intersec- 
oi6n esencial, Coleff y ~erreri (cf. [ 11 , (1.74 p.41 ) definen 
10s conjuntos Y; y 2: 2~ & &  x y x1 nspactiva- 
'7 i i  rm mente . Observemos entonces i 
- . 1,- 1. Y, = 2, I . Luegr Y: = 2: si ' 
' !I ; F.
.z - 1, !:Eli - 1 ~  . F-<,' . . 1 c i < j-2  '.
Z .  PI^ I 2. En general 
1 .  
= U {caponentes irreducibles de (Y; - ,n Yj- , t y j }  C Z ;  - ,. 
regulta V 0 (X) C Ve (XI-). Sean 
LI y;- a = A l p  ...u A t 
(*I 5'- I = A,U ...U A,UB,U ..+U Bt , donde Br C V(a) para 
1 < r < t , la descomposici6n en componentes irreducibles de 
Y 2;-, 
En consecuencia de (*) y del hecho que Y, = V(a) U V(+,) = 
, las componentes B , 1 C r < t ,no aportan nuevas componentes 
irredbcibles en \ (x, d(l) y por lo tanto, resulta la tesis. 
-- 3 
+rd 
- Para 3) observenos el siguLente ejemplo: Sean en c3 
- 
+1 - =2 4; = z2 luego 
- 
+2 - +; = Z1Z3 
= +, 
luego 
9, = 9, 0: = z1z2 
'I I - 
I I 
Para 5) basta notar, que si m < p , en la matriz E (a) hay 4 
~scesariamente una fila de e m s .  I - 
g:;. ' j 
.-- 
Para 6) notemos que Po& 2) alcanaa con ver que Vm (+' = 
v (4' ) . Llamando Yj = v(+; ) . definimos 
y'  = cn 
0 
Y; = U' { componentes irraducibles de (Y; - , n Yl) dl  Yj 1 
La tesis, resultard de probak due 
Y; = Y, n ... Y~ 
Para n = 1 
donde i, , . . . , i son tales que 
8 
) es irreducible y v ( f i  ) t y i - ( )  = 1, 
k 2 
pest0 que si 
V ( f i  C Y, = V ( f j  ) U 0 . .  
k 1 
u V(f j  t 1 
entonces 
v ( f i  ) C V ( f ,  ) (n~t4r  que i j, por construcci6n 
k v 
y resulta 
V(f ik  ) Vidv , imposible por razones de dimensibn. 
@upongarnos ahora 
y;- 1 = Y1 n . . . n Yj-l 
@or definicidn y usando la higdtesis inductiva, se tiene: 
y notemos que 
Y, n ... n Yj = U{-. irred. de ' iV ,  I ..'m9ij E(a)* = 1 1  1 r 
1 < r  ( 3  
Sea A una componente irreducible de V, ,,,, ; af irmamos que 
r o o  j
A ~ j + i  
Si A c Yj +l , entoncar A C V(f, ) para algdn s tal que 
('1 +I ,a . = 1 ; luego 
A C A ~ V ( ~ )  cv, 
8 l* * *ij* 
absurdof pues 
mf qj Y i d i - r [  dim (Vi " = = - [(j + 1). 
,k c5 'ij ' 
Para 7) basta probar que: 
v, (4, f.. a-o, f .I 0.1 c v 4 . . -  I f  P )uve (4, ,...,a I.. QP ) 
Por simplicidad veremos que 
v, (41;a.021...fop) C V, (01f02f...fop) " Ve (olfaf-..Iop) 
La demostracidn se hard en dos etapas: 
a) Sean 0, = hi zai I a = g z  B h y g inversi- i 
bles, a E N  B = (Bl , . . . , B n )  E m n  . Definamos entonces 
a 1 
a )  = ; ]  a 
.-=[.'j 
* 
Vercanos que cada componente irreducible de V, (4, I a. 4, , ,4. ) LO 
es de Ve (+,,$, ...., +.) o dm Ve (4a,%oeo, 4. 1 
sea A una componantta irreducible de Ve ( 4, t a. 4, t t 4. ) ; 
por lo  tanto, luego de 6 )  se tiene: 




k # v 
Verificaremos que 
lo que Implicars, que A rn -I ccmponente irreducime de 
Ve 1 2 m p  o de V e e p  . va aue E ( a ) &  = 
= E ( a R ) ,  para k >  3 . 
O l i l  . # 0 
a 1 1 ,  . = 0 para todo j > 1 
Bil 6 = 0 
a = 0 para todo j > 2 
(*I ,  (? 
I1 En caso que se verifique ( * I ,  resulta 
y si sucede ( * * I ,  entomes 
b) Para el  caso genesoi, &msSderemos W un abierto r e l a t i -  
vamente compacto en X , dondd ist8n def inidas 4, , . . . ,4. y a. 
I 
Sea n : W1 -c W lyr;ig(t~10luci6n de las singularidades de 
w(Ve (4:,maa,a*m$~,..m~#~) = V* (4# ,mea,am4j ,aee,4p) 
u(ve (4;,..*,4;) = ve ,e..,4p) 
.(V, (4: ,..., at m a . ,  4;) -. v, (4 l,*..,.,..., 4P 
(ef. [I] p.125) donde 
4 = f '  " 
a * =  a o ~  
y usando la parte a) se sigue la tesis. 
2.11 Lena 
-- 
funcionee holomorfas en cn , con cruza- 
3 n-- P 
mientos normales. Sea w €I' c (cn 8.4% ) . Entonees, si 
C e e 
I = 4 1 , a m m , p  y 4 = (+1,e..,4p) se tiene: 
N X 2 n-- P+ 1 b) Si X = 7 y A E P c ( ~ @ ; 8  ) , entonces 
DenostraciQn: a) Sin Mrdida de generalidad, podemos suponer que 
Luego 
ry a), 9, 'O 0 
CV w S i w = -  
. 4 J  no es normal r,mpcto de a , entonces (cf. [1] ) 
N 
MemSs, w no es normal respecto de E (a) (cr. lema 2.2). Luego, 
para 6 suficientemente pequeiio es T; (4Je ) = @ y por lo tanto 
lim I[ T;($')] = 0 . 
6+0 
N 
Sea entonces w normal respecto de a . ( y  pbr lo tanto tam- 
bi&n de E(a) ). Sin pardit% 4e generalidad, supongamos que: 
" - ' I"" y -  
& I '  -.<ijg 
' - 'F"* 
.-:2<$,f 




E STpX triangulax superior y det (a, + 0 . 
? 
' .*!Ij-i 
$ ' 2 @ ! t  - 9 . d  a Luego a )  = I d p  . 
$!b 8 Sea w = b(z).dz,d~~~ , donde b D'(c') , sop (b) C B 
P 




b (2) dz, dou 




, - 1  
y se ha usado la Proposici~'~~$ ae 11.1 . 
F 
Por otro lado, notando 
y usando nuevamente la ,mi- ~loposici6n de [ 11 , se tiene: 
dande S es el conjunto def%@i40 por las siguientes ecuaciones: P 
Luege, de (2.11.1) y (2.11.2), se sigue a). 
Teorema 
Sea X 
Sea Y = Ve (m 
hipersuperf ici 
una fami .lia de hipersuperficies €Yl ,.. 
. , W las ecuacione,s loca 
entorno * de y E Y. Entonces 
les 
sZendo una trayectoria ada$sible. 
Demostracibn : a) Restringie W eventualmente, existe una re- 
solucidn de las singularidades ds Y1 = V ( + l , . . . , + p )  , o sea, una 
variedad holomorfa W, y un ntorfismo propio r : W,+ W , que in- 
duce un isomorfismo analltico antre W, - r 1  ( )  y W - Y' , y 
- 1 tal que r (Y' ) tenga cruzamientos normales en W,.. 
Supongamos entonces que 
,s la descomposicibn de 4, en factores irreducibles, que podemos 
suponer vdlida en W . 
B * l < k < p  I . _  Sea f: = (fk.n ) = hk (z) .z k L 
donde hk ( 2 )  es una funcibn holomorf a nunca nula y 0, = (8, , . . , 6,)
es una n-upla en mn . Sean a E N s x m  Y B emmxn las matrices 
de filas a, y 8, respectivamente. Entonces 
m 
Luego, para cada k , g, es k a  funcibn nunca nula, y se tiene: .j 
esto es 
donde (a.B), = k-sima f i l a  & ( a e $ ) .  
Por lo tanto 
Por otro lado 
hEneances, usando la proposici6n 2-10 (a) se tiene: 
Por otro lado 
(2.15) de [I1 , resulta ef . - ,  %a. 
donde a ,8 E N P X  0 
Sean X = { Y a r e . . , ? !  1 y X1 - {Y:,...,YlI dos familias 
P P 
de hipersuperficies en X , .  Sean, W un abierto de X , 
€ 4  ,...,p y $ f . . , p  ecua&iones en W de a( y X1 respacti- 
vamente,. de manera que: 
- zai a) 4, - 
B b) $, = z i 
C )  ve (H) = ve ( H ' )  
d) V(Oi 1 C V(V, r l 6 i 6 p  
(esto es: si a 8 0 entonces i f  41 + 0 1 .  
U 2 n --p hltonces , si w E re t*;clX)) , se tiene: 
i) I 12 
ii) RPxr:l= RPXI 61 
U 2 0  -p+1 
siendo A 
e (*W 
Hota: - La tesis del teorena em squfvalente a la conmutatividad de 
0 n - p  Dem~ltracibn: Para 1) Sea ; B Fa ( W i \  (*W) ; luego Be 1.12 
podems considerar (2n-p)-EaSbas Be1 siguiente tipo: 
m I 
r = ~-~.b(z)t~i,,dI~,t&~ 8 b E DO (w) 
I Por lema 2.12 y :nd@gl 2.8 de Dl , podemos suponer abn 
I 
I I I* 'f r':. 
. . 
Probaremos entonces,,,&~~siguiente resultado, del que se si- 
", - 
atamente la tesissr 1 -1 r '  1 3 m m L : l . k  y -, 
I I  Ve 4 = ve ($4 er y solo si ~ ( a f  = E(B)' i' ' ' 
I 
E(B) , ent0nq.e @(I$) = V ()) por 2.10.2 . 
entnnces, que v = v ( $'! .. ' . :- 
A . , ,  L
I -ma cornponenkre irreducible dt -- . t. - . :  
= zai , resulta ser 8 = V, 
fi Por simglicidaa, supongarnos que i, = k - 
. I 
. n  
I $::/-$,1yego I E (a),, s t  i;i I 1 I 
I - 7 . .  
- j  I I L+I I ;:[ ; Entonres, si A = {l, . . . ,p3 , es E (a*) la matriz idantidad 
coma E (a), = 1 , se sigue qur am # 0 , y gor hipb- 
tesis (d), - 1 # O  L u ~ ~ o  E(B), PP 1 '  1[19Wi 
= 1' piirk alg6n k + p , se Begu~ria que cual- 1 
I 
p i e r  compor ! irreducible A de V ($) . con A C V(z,  ) es 
e 
que contradice entonces, la existencia 
Veamos entonces que resulta 
.. . 
: S ~ U ) ~ ~  1 * a- . 'O. C& B(oftm = o para r # m 
sigue por hipbtleda. i n  &b E ( B ) ~ ~  = 0 . luego E ( 6 )  !@a 
1 .  
:;gj . - . . 
Abora, obsemmatlos 
-':I 
lo), - 0 para todo t # m , obli- 
. , - 
^ d 
*'a q~ ~ ( $ 1 ~ ~  = 0 . E&' to, si E ( B ) = ~ =  1 para a l g h  t Z m 
:7: %: 1 
debs v r  tern ( yaqua.jwv - .  - t > m ,  entonces E ( B ) , ,  = 1 y p o r  
Ff - 
En consecuencia, ~ 4 - d ~  -. 1 inplica que B~~ + 0 , con l o .  
3. -. -.. 
. , 
qwe cualguier conponente &i a l e  A de V ($)  t a l  que 
e 
A C V(zt ) , es A t V (zd, Zp ,&we cantgadice entonces, l a  exi sten- 
cia a
Luego, para ccmplatar $a dmn~straci6n del  teoreaa, solo 
.. - 
> * , *  ka notar que, por hip&esis -e&$"'y E(a)  = E ( B )  , resul ta  
y por l o  tanto,  por 2 . 1 1  (a$l, '- 
Loga demostracidn para i&J, . 
-._, .. .-c- 
, 
., .% 
. .;,:3+ ' 
La hip6tesis c )  d e l t s ~ r s a a a  2 . 1 3  es  necesaria para la connu- 
6kividad de 10s diagramas (1.8.2) y ( 1 . 8 . 3 )  como se observa en e l  
Sea 
. .. - .  I-...:) 
, ..<,-v , 
N ,U -*: 
..-. 
. :-.*; <: 
W -2 . -- . : :@. 
. , 
. - . . .  - I 
. 
i . , ..;!*, 2 :, 
sin embarqd, si 10s 
'-+, , '  1)- . so en que solo se verifiquen (c) y (d) diagramas conmutan en e 1 ca- del teorema 2.13 . 
i , l , J ; ~ f ~ i ~ ~ - ;  4 
8 
- \ 
- , 2.15 Teorema 
- I '  Iijg 
I 
Sea na familia de hipersuperficies 
P 
X , tal que U Y, i ,1 time eruzamientos normales. Sea W un 
en 
en- 
torno de x € X , , , funciones holomorfas en W , ta- 
les que 
Y, n w  = (+j  = 0 )  
I N 2 n -p 
a) L- w =I , u ~ r  c ( w ; & ~  ) , f holomrfa en W y 
I Y = ( f = O ) c  U ( +: - 0 )  , entonces 
i + J  
i 
entonces 
a 4 donde + = h, .a i con 4: - i  biciones holomorf as inversibles en 
CV W W ,  w - 7  con f = fl I , y E N', a E rnPXn 
= 0 )  = y  U - ( # ( a j ( _ ( , )  <. 
(2.10) , se dd* que {+, , ... ,+, 1 tienen intersec- 
r 
ci6n completa, y por la tanto, '.pox proposicidn 1.7.6 de 
t iene : 
E '  - L a  - 
( y v  1 La demostracidn de (b) es analma. 
La hipdtesis del teorema anterior es mds dgbil que la dejll 
kA;pt- i para el mismo resultado, corno-oe ve en el siguiente ejemplo: 
En c4 , sea 
sea ; = b(z)dzl ,dz2 ,h3 .dz4 ,dZ4 
I 
b E DO (c4 ) 
=2 I 3  =I 
forma que no es regular sobre ( + = 0 ); sin embargo, 
y por lo tanto 
El teorema 2.15 es ~ ~ & d o  tambi6n, en las siguientes condi- 
ciones con la misma demostraofbn: Sean 
representantes de g6menes irreducibles en un entorno del orii 
I - gen en C' , tales que: 
m 
dim, ,GI V(f ) = n - s , pura para todo E jk 
1 3.1 Definicibn:  Sea & ('= d . .  . ,Y, 3 una f a m i l i a  de hipersuper-  
-
I 
f i c i e s  en X ( d i m  x = n) G : Y = V (JO ; de acuerdo con ill, 
d i m  Y = 0 . Consideremos ,JE 19 Y y W un en to rno  de x t a l  que 
Dada 4 una t r a y e c t o r w  j&dmisible y 6 E R+ , d e c i m s  que 
la  t e r n a  (W;& ; 6 0 )  e s t 6  adaptaida - a1 punto - x y - a 1 morfismo - 4 = 
t , . . . , 5 1 , donde 4 pan funciones holomorfas an  W , ta- 
d 
= o ) =  ~ , n w  les que si y s o l o  si  
-I'qmj 1;;: 1 ,  . :I i.r5 z 17, -* PI T W N  r 
3.2 Proposicidn ( e x i s t e n c i a  de  t e r n a s  adaptadas)  
- -
Sea W un entorno de x en X t a l  que f7 Y = {:Ex). 
Sea A una t r a y e c t o r i a  admfsible. Exis ten  entonces  W' C W , en- 
torno de x en X y 60 > 0 tal que (W1 ;e; 60 ) e s  una t e r n a  
adaptada a - x y a 2 . 
t&mostracibn: Sea 3 )  e n t w m  Be x , t a l  que fit C W  y fit com- 
. 
pacto.  Sea t E W' . Luego, t Y y por  lo  t a n t o  e x i s t e  Ut en- 
t o r n o  de  t y 6, > 0 , t a l  si 0 < d < 6, 
_I( Luego, si 0 < 6 C 6 
0 
I 
, 3.3 La funcidn residuo f i 
- -
esencial 
sea 3t = {Y, I . .YP+, J Yna faaglia de hipersuperficies er, 
X , 0 < p < n , tal que @ra (m$i+l)) > n-p. 
mba sariedad holomorfa regular T de dixnensibn n - p , tal que: 
a) dim, no' (t) = p 
b) dimc ((ni)-' (t) = 0 
para todo t E T 
raaa ? = Y -  -1 Yp +, . Pars cad. y E ? oonsiderenms x -r ( r  ( y )  ) . 
Y 
. , 
Por b) Ey ={ Y, n X  ,...,+n, X ' t  bs una familia ds hiparsuper- 
Y Y 
Pjtaies en X 
Y 
tal que 
dim, y (H') = 0 
N I 





resX Jul. : Y + c 
En las condiciones preedentes ,  
a) resy GI es loccllrrante semimeromorfa sobre Y I para 
111  . - 
N 
; ,  . C , '  
cada u E r(x;B:(*W) - M  .. . jbi - + - a d , .  ,I ' I 
1 donde la corriente de la derecba, designa el valor principal sobre 
1 




Demostracibn: Como el resvxtado a probar es local podemos suponer 
- rn i w -  
a - ~  I:-"- . A. 
w y q u e  X es un abierto de f, T es un abierto de C 
-. I 
Y ; '  
-;gw4, 2 :  
c-p=1i  . , I  ' w * x  n 1 = (xl I . . . ,  X a -P ) '$.:*,I: - - 
r l  
11. 
-L.F;~: , < I  - - .  
Sean , funciones holomorfas en X I 1 6 i 6 p I taie* que 
. 8 
, . 
Sea yo E Y  , ye 5 t$, .mm,te, , . .  ., - 
En v i r t u d  de  la progmg&@$6n 1.7.2 
- 
f o r m s  d i f e r e n c i a l e s  u d6 bigrado (p, 
, Para l a  demostracign d e l  teorema 
# i ecc idn  Coleff  y Hsrrera  en [I] 
. ,  = c t e  ,tp, 
( 4 )  d e  [I] , basta conside- 
0 ) .  Por lo  t a n t o ,  sea 
3.4 -en e l  caso  de i n t e r -  
, prueban l o  s i g u i e n t e :  
I 1. (cf. [I], p ropos ic ibn  4.2.3 ) E x i s t e  un p o l i d i s c o  cent rado 
I 
en te , De c T y funciones h, y s, holomorfas en D' , tales que 
8 ) n T es una h i p e r s u p e r f i c i e  en T n D' , (sY = puntos s i n g u l a r e s  de Y en e l  
en to rno  De x DP de  y ) 
I y ademds: 
a)  Para cada ye e T n d - ve las b o l a s  ab ie r ta~  
n juntas .  
I 
I 
ds! radi~gl = I %(ye ) [ , son dos a dos d i s -  
E - t+ n B . ~ ( Y )  I donde 5L. c) si T&(Y) = y 
I pa 
b y e l  = lr - ' [ye 1 , para y E  ( Y - n  -' (ve)) n r', y g 6(ye), 
. . ". 
. 1' - 
sntonces . . ,  
- ,  
.. !. . 
' I d) Existe C > 0 , ta.i que 
! .  . I 
. . 
. , ;-. 
. . 
>. , 
to a la estructura riemanniana de cn?i (cf. 141 y 151 . !: 8 -2- ' 
L: -.. 
I- &%+: * F i ,I J : -. - A _I - *-'. .,..", 4 A : L J  - . t',- 
P 2. En un polidisco fi = D~-*,,,$ D C X conveniente. se defi- I:.&& 
na para cada y E fl D , y para cada r E N' , la iunci6n 
donde B [r; y ]  es una f u 
I.  - -  I$&:<; !,: .?.<+,,,: ' t .  ;*irT<4 -,, - ;L; .:-. - 
clorno sigue . , , . - ' L . - .  ~r l  n 
s [rtyl (tP =B [riyl 
1. _ _  ' %,I. : ' ; T y b - ;  
* - ,  1 [ ,  lr rd.;' I I ;: 3 P  . . 
;1 , ' ill . (  
-F-?I 
C 
tlr .* @'a(y).k I r t A l  (y) r e s ~  ['I (Y)  P I  1 Gb) 
y E G n D. 
, I - .  - , 
3. Por tiltimo, s.e prueba que las funciones k [ r ; ~ ]  son mero- 
sobre Y n D y que e x i s t e  un n, E N  t a l  que k[r;A] : 0 
para 1 rl 5 n, , y se obt iene  l a  p a r t e  a )  de l a  tesis, notando que 
I N 
I lr 
" A a' a ( y )  .k [ ~ ; A I  ( y )  resx [ul (y) = ltl<Myl a
Seguireinos aquli e l  mismo esqwnta, probando I!, 2 )  y 3) en e l  caso 
d* n X(p+l) > n - p 
t r ac idn  - -  de 1) : Sean tp  - (t, : J E E )  , E = (e+l,.. . ,p) 
t a m  (ti : J E A )  , A =  (1 ,..., e) 
B = De x Dp im pol id i sea  czentrado en y t a l  que: 
i) o x oP n Y = { y e }  
Y n D + c' n D" = 19 , BS un morfismo propio ii) % l y  n u  
Restringiendo De slL Euera necesario,  pueden encontrarse  
Lpol inmios  dis t inguidos  con c&$irientas holonarfos en F (compac- 

- 
gg cgaj r ' j  € A )  r O + C  
es por lo tanto, la unidn d& axgunas componentes 
Existen constantes ps$&waa ales que para cada 
t m  E D' - S '  se tiene: 
i) Las bolas abiertas 
P ce&~adas An r = rr',tn) E Mft8) = M n {t81 x IJ , !,I:,. 3- 
1 7 -  
p = a.lb(t')l 'I2 son dos a dots di s ju i ta s .  t! .- L 
ii) Para cada y = (y8,yw) E Y - S la terna 
L adaptada en X y, - * , a1 punto y . y a1  morfismo 
X%eqostracibn de l  lema: Para i) , c f  . [I] , lema 4.2.4 ( i t  . 
--
;[$,,I -:,t; Para iJ) se necesitan 10s s igu ientss  lemas: 
I .  
;I .,. 1 .  kI ;,- bi1 ' 
3 , d . l . f  - Lema &.;*# 4;' I L  2- ' I .  r 
k:.m 1 ,, C 8 -  ' 
- 8 
2 <&,,-*. 
L n  - .,-. - -. '?++,- , 
1: 
. -  . 
. -  - . 
- " .  
Sea d,(t,M) l a  dis tancia  euclideana d e l  punto (t',tW) = 
= t E D a1 conjunto 
y B ( ~ , M )  l a  dis tancia  de t a M. Existen entonces constantes po- 
J 
. :14-::#; "1 
a i t i v a s  b, 4. 5; t a l e s  que: 
.nssrtostracibn: cf. [I] lema 4.2,5 . 
3, SolomSn demuestra 'm. f6] el eiguiente resultado: 
J g j  - 
N 
dads u E r(~;q(*Lf- -  
" i , existe 4 N , tal que si 
I :-!-! : . { I  ,, . .- , . . . . ;  < + - 1 3 ,  '1- - 'I 
.-: ,._ - - g: ; i 7 , ,  n1 .  - 
...,. -. 
' - 1 XR : : - -  
I '  - ' q % ,  
n I I .. . kr , 
. -  - i. I . '  - 
j r  , . .... +. , . ,- . nj ' 1: I , .  ' 
-. , I . '  . . 
I 
entonces : 
2) El entero q, depende dnicamente del soporte y de la po- 
- 
laridad de 'wp.7> 8 7 8 en el sigufente sentido: ' -  . I - ,> y >  
. 4  - 
N I..- - ' 
a = a E r ( x & ( * ~ ) )  es tal, que I _ T - 
, - .  
I , .  . I L . {  - I I ,  .*. , entonces .i - I < -  'i : -: . ' .  
7 i Luego, 'c&siderando as& trayectoria 4 , def inihos: 
% - 
, , . ..: -' c - ,&--.,$ E.,~'*. ,::.< , ,:, .-: . , I '  I .I 
8 -  #.d.t.  
9 : , . , ,, t ..%7 -*+-.:-I n t ,  , i - :  . . _ I  ' . . _  , _ , .  - . . '  ' 8 b ,  
., , - . .  / 8 -  < .  < .: , * .-. a. . 
. - > '  ..' 
- P ' .  . 
.,. : 1 .s ;,
.. , 
,.;. - i...7 a'. 9.-. .. !L: 
i 
'f - ' 8 .  .- . ,;: I I  
1 > 0 , tal que d-Gqllj(4) G 2n - p , todo 0 < 
I  I -  
b .  
se prueba: is 
t -+', 
- ; -g:- 
3.4.1.2 Lema -.!: 
- - 
- - b-. 
' 
? , I !  
Existen constantes 
r E T se cumple la siguiente 
A , .  9 ri-2;tr, . ~r,;~i$:. -. . I 
B d ( x ; Y  n D) 6 a d(x;F) 
. . 
P 
donda P = ,Ql(+* = 0 )  n D. , 
L : C L  y r 
a 
t 
2, ' c -  I :_ . - I  
I I - 
, ;--I 
? I  ' ;- :I i7.: 
Demostraci6n: A = {a(&) : 0 < 6 < el 1 - 
- .! - 
8 ,  
b I l l . . . l P l  i r ,  J - 
m & -: - I - '  Entonce yt  ' I  
I  ,! 4 =-i I -: -- - i f :  T = 1 4r1(&1 -- r - I :In t. ,I L- 
I y es en consecuencia un conjunto semianalftico. Como F es analfti- - 
- 
o ~ ,  resultan F y T regulamente separados por su interseccidn (cf. 
, .,.*- *;*: - 11'3 '"Y* 
-I ' --+,. --. qlg.a?]. \ !  ' - #  , 
, - 3%~: ";- r . [7E ). El lema se sigue de notar que i !  
I '  I - 
I dad de Lojasiewicz (cf. [(l] ) , exietsn constantes b, . , c, > O , tales 




C I '  I4(t)  1 > b4 . d ( t , ~ ) ~ 4  b, .r.&(fk,Y D) 4 b4x .d( t  ,M)'z', donde 
I' 1 -I t E F  , s = -  1 B , r = a .,,,c v i r t u d d e l  lema 3.4.1.1 se sigue: 
1 I s  
I 
1 
~ o m o  es una traya&E@ria deZ tipo definido en (3 .1 .1 ) ,  . 
e x i s t e  c2 > 0  t a l  que di16) '4d s i  O <  6 < r ,  , 1 4 i 6 p .  
i ' sea E = d n {  9'. el 3 s aaregurar que existe k . 0  , t a l  
6 , ( t 1 )  = b . l ~ ( t ~ ) l '  , donde 
.Veremos ahora 
. I 
o sea, que l a  t e r n a  
que si 6 < do 
%J, - .  'A 
( y l )  , entonces: 
td adaptada en X , a l p u n t o  y ,  y a  morf is60: 
- . . 
> : q' 
+ Y v  
=. ,*-• I + p )  
3 2 
1 ' 1  
.- + - 
- i - I 1  
i ,:;,;i- - 
Supongamos que para al(l%n 6 < 6, (y ' ) es 
- I 
. - .- 
:i .- . 
r '  I - -  ' 
t = ( y l , t n )  E BP(y) n~~ 




Entonces I t n - y n l  = P =  A . S i  t T ~ ( ~ ) ( + )  con I 
6 < 6, (y ' ) , entonces 
r 6 ,':1c./, I , 
-- , I ! '  , 1 1  14, f u @ , t n ) l  = a, ( 6 )  
' , ' ? C l ; T l , l  1 '  
Luego t .I 8 1 1 1 ,  
P P 
I $ ( t )  I - ,fl I$(t)l t m i  Z 6:(6) C (puesto que 6, ( y t )  < c ) 
- = +> ,, 5 :  ' - 
4 . -. . u , I I c4 bs * w Y: - 
, ' , :  
.' I ; I 
tiene : - .  - l h ; \ p + q y i I  , p '  1 -  I .' 





Luego, en virtud de (3.1, 2 
lo :-la es imposible, ya que B ,  l t , M )  = I tn-yn 1 
ye la demostracidn de las partea* ' $3 y b) de 1. 
i 





- I ' . b  
Para c), sean: . , 
8 8 %  
.. ;]$ , , , . . 
E =,? n (  lsy u (y n yp+, ) ]  n'+ D) u s1 I '  :r -. 
d + '  
- . :,:. 
i ;.-4 
Y = Ve (x(p+l)) = V(w, , . . . , a q )  . donde las funciones 
: .. , f . .> r ,  
- .  ' 1  
, , : 
a, son analfticas sobre D , Existe entorices una funcidn enallti- 
.; ' ,... =- : <. ?&p=-:- .. *;.- :->AdT;. l i i )  . . , _.-. Pca sobre D' , digamos c '  , tal que . , .. - *-:. *:.3 ::-: A . -. . - .  . -v ,m . , . .T - .  
, t  i 1. r .4--:1 . . 
Sea 
Como g se anula sob+a/ D n Y f7 Y ~ + ,  , restringiendo 
I 
i 
I >-. ' . "8 . & ",*? A > ,  
- - 
- -, jf 
I - -7.4 lmente D , por e l  *&.ma de 10s ceros de Hilbert podemos 
1 ' 1  
I f 1-1- que existen funcional &&lf ticas sobre D , j e .  9 # l < i < q  . #:I- ' :* . I ! ! I  . I .  . . . , ' <  * y h , t a l e s  que b-1. I I -. 
nw 7 -  . I 1 $ 1  < G I lhl 4's en D para alguna constante 
G > 0 y donde TY B - & .   . ; . - ,f$-:::-, >; 
n c I-! '. 1 . . , .e & - -  - Tm = h, .a,+ ... + h q . q +  h.+p+, ,I 3 ,p I ,, J I". A*-i 
: ! I '  ' ,  
Paracada t1 E E f  - V ( c u )  , sea - 6 , =  6 0 ( t u )  , t a l  
P 
donde k' > 0 "5 , es t a l  que k'.d(x,Y) 5 ib 1 a, 1 . Luego 
; .ai; 1 
lema 3.4.1.2 , para x E T ) . r . .  . 1 .  . I:, :I! 
Por otro lado I ; .  
. . 
1, - 
(%*ando que I I G f I + 1 1 4 , ) ,: todas las desigual- 
i ?&des vdlidas en D n I%{)) 1 . I 
, 1. -1 . : !;;q ,:;s% ., * ; . - I 
, . -. =,  .s: ,! s . . , ; y &  i :.v 
I . I [ *--I 1. : , :t. .:;.-% I .t, .+r.df 
.Luego , tomando :. I . . .  : ; . , .=A. 4 
:.L% 
I 8 -  > '  ,:; I-,: , , :  : *,I , a ' - . l  -. 7 - I yl 8 . ,, ; ,. . ,  1 . -  , 8 : 
I .,, I I 8 ,  r ' i  &(ye> 
! 8 i I I I l ; ,  P 
8 :  - 
- I I,.,! .: - - 
' I  I I '  I,: ! ; c 
,- Ill,\ , 7 :I ;i. . ..; -, 
' .  
,'<.:.I' .I '.j ,?. ; 
-., ,,*! 1:  L I!' se obtiene ! Ill,:8 : ! I( 8 I 3 1 .  ., ,. .,, , ,  
- , ;  I ;  . . 
. 1 ; ; ,  : 
' I  . 
..I - 8  ,E; " :  : 
1 1  : r ...I 
i : I  ~1.6~) fi ' YP+% s < s ( ~ ~ ) .  : ' , . ; a ,  ; N : 8 
. . 
' ; 1.;: -; 
1 ;  . L .  #! .:- , 
.. 7 , :  . . : ..? - z- 
- Es claro adembs, que podemos suponer que en . - DI tanto 
LI .-: ,. 
-i , .  -5 -- -wl...'*s , ." :,= -- 
, pBe." 
6 (ye ) como b. be son menores o iguales que' 1' , ' y r *lo tan- 
! , :+ *:; < ~ p ; . g < + p  
to ,J$;:, J b:& 1.. ,! 
I - 
ma. 
. . .., 
Para la demostracidn de d) cf. [l] , pag. 179 . 
. - "  3 . ' ,  . ,  . 
- 1  -; ; - . . . . . ? : 7 j  
..I, : 1 -  , C . '  : >::$*:J:*.+*- 1 . . .  , , 8 '  .  .- . . - .  -&c--.V:, . -. ;." - . 3 I : -;&, .j .? 
Demostracidn - -  de 2: (cf. [I] , teorema 4.2.2 ) notando que las funcio- 
' .-.i. . 
nes .. - 
- ? .  
' - 1. _ 
. . I: 
: ' ; . \  - 
-1 
. f 
ar;yl(tP) = j= 5 e + l  ct.-y); i j r ' ?  j= 1 ~ Y . ; ~ ~ I I  , - 
"g . I 
? a  - 
1 
N . I  
~ m e r o m o r f a s  sobre Y n D ti;:Lp3est~ que su denominador no es id6n- 
tica~ente nulo en ? n o. atacto, $1 y - (ye , yP ) E "Y D , 1 
aaben dos posibilidades: I 
-1 r 
d-r (y = p 
( X(p+l) = n - pi , V a (wp+l)) = Y  C ~ ( 4 , )  
. 3- 
dimcV(4,) = n - 1  , y8; 
,I8 4 -  - 
tendrlamos necesariamente $=U 
10 que contradice la hipdtesis del teorema. 
Podemos por tanto sup0 
- 1 b) n e ~ ( 4 , )  
y en esnte caso, 
P 
n" (ye) - ,gl ~ ( 4 , )  
es un. abierto denso en n-' . 
m s t r a c i d n  - de - 3: (cf. [I] , 4.2.6) notando que La trayectoria se- I 
WanalStica 4 elegida para el 1- 3.4.1.2 , puede no ser la ade- I 




rgo, para cada y = (ye 1 ]r) E Y , C- la terna ! I
(~'(y) P n a :g;a,(ye)) 
egtS adaptada, entonces. la funcitda 1 
I 




 an 6 < 6~~ ) , astd def&alda y es localmente semimeromrfa, pa- 
ya que: 
< - ,  - ,  ' 
N W 
W E  i E r (x t&$ ( *~Sq l :% S jqU tal que  sop(^)^ SO~(U). ~ d e r n ~ s ~  
C- r 
+. . 
6s una forma mromor&Fy: b .  
- - 
1,  - 
a) si g = (c, ,. . . ,E; ) es una trayectoria admisible cual- 
q :- En efecto, si & ( a )  ='(sal , . . . ,  6%) Y 
'.+ I '  - - 
$4 - (el , f €  I : I P I , , !  - . - -4 
I;:. ir .:- . ~ ~ ~ n i m o s  .. I  . 1 - 
recurrencia 
8 I 1  
, , 
..,-,\ 'I' ' I I . '  
&z$, - '.);, r I: 
4.4 .. 
<'. , - : ,  .- I . 
Notar que 
En virtud de (3.1.3) , basta encontrar una forma meromorfa 
N 
@ =  T t a l  que e !  -4 -m !- i;, > a  A 
N , ,  \ -  ,I:' 1 . .  - - -!i,+,-.! 
. 
r e s ~ ,  JwI = resi 81 , 8 .. . I, ., 
I 1.- . , -  I ,  ' - '  
an ? f7 D , l o  que es posible ,  razonando como en [I], ~ 6 ~ ~ ~ 1 6 2  y 84. 
!:>' r r  ,. I &  
. . .  ,, [.! ---:,. 
- 
-. 
2 , ..IL b. - 1 1  :. ., , , 
e m s t r a c i 6 n  -- de l a p a r t e  b) de 3.4 : (c f . [ l ] ,  4.3.1 1 .  m : -  ' f  
- -- r- - 
- 
. .i 
8 -  -.I 
, I  A L .  
a .  
1.' 1 + ,  
I ' 
1 , - 
, I 
I  3.5 Teorema -
Sea X = Y , . . . Y ;  m a  faPLI1ia de hiparsuperf ic ies  
- I  . .  
-1 . Entonces, e l  soporte de  
- Rgf 1x1 (resp.: de R P ~ [ ~ )   H la unidn de algunas componentes irre- 
ducible~ de Ve ( 30 (rasp. : db' (X ) ) . 
--stracidn: ~ n d l o g a  a l a  &e [I],$. 4.3 usando e l  teorema 3.4 . 
I: 
3.6 Lema I 
--
. - 
Sea U un a b i e r t o  de pa , 4t , . . . ,4p funciones holomor- 
fadsen U t a l e s q u e  
- .  1 
. 4. " I., - "  
- 4 
- =  I 
* 
dmde {i,  . . . ,ik 1 {I,. . . ,p3 . - 1  I 
:. .i 
Sea 2 = ( d l  ( a ) ,  . . . ,6  ( 6 )  ) una t r a y e c t o r i a  admisible y r 
B 
ona pemutacidn de {il, ..., i k 3  . Entonces, dado W un a b i e r t o  re- 
h k ~ v a m e n t e c o m p a c t o e n  U , existe 6 > . O  t a l  que 
0 . - .  T.. 
I . - .  , ' I ' L  -. . a) 10s tubos 1$6 ($1  n w Y I~ 
N 
estdn def in idos  para todo 0 * 6 ~ 8  - 
0 
-.Z~inostracidn: La pa r t e  a )  es i m e d i a t a  en v i s t a  del teorema 1.7.2 
de 111 . Sean I = . . . , i P  J = €l,...,p3 - I 
I 
P 
ow 7 4J 
1 
sr*&t&e puede supon&& gracias a (3.6.1) qua: 
para 0 < 6' < .6 
0 
(6 ' no necesariamente admisible, (cf. [I] ) ) 
Luego 
. , 
I .  T 4 sg(d. 
Por lo tanto, salvo tm ' signo 
Osea 
lo que .demuestra el lema. 
i - 5, 




,; : ,jyJ - 
. .:< ' 
. I- 
.Sea X = <Yl , . . . ,I! 1 pas fanilia de hipersuperficies en X 
B 
tales que - - n  . : " p  I L L ' ?  - I- '  
.: 4- + . , Z.,,." I - -  + ; LI I . L' 
9": 
* n - k - I-:': - , 
I,*. 1 Y 
< 
7;- ', 5 - 3  
8 ;  
C ,  
. . :. 
Sea W C X , t o  de manera que existan ecua- 
-;* - 
7% I - \ 
. 1 
ciones i - I 
' b  
- 7-  ( + , =  0 )  - *'. @ %  # l < i < p  
r ,  I 7 1 
donde las funciones , son rfas en W. Sea ademds T 
I .  
I nutacidn de € i , . . . , i 1 . EntoMes "'- i i 
-L 
U 
Para cada a E I' ,(w;&Fp (*U X) ) T: - I 6 
E 
hr 
- l - r*um\  , . - b) Para cada B E re ( P I ; ( t  
8 s&'{L1 ,...,i k }C€l,...,p-l} 
' R P ~ I  = lim I[D;()] (?) = sg(~).lim I[D\()')] (z) 
6- 6- N 
Como la progZe8ad es local, es suficiente reducirse 
a1 cmo, en que W es un abi-o hPe Cn . Elijamos entonces un siste- 
rma ie coordenadas conveniente z = (z, , . . . , z ) centrado en 
n 
xb E Y = Ve (w que verifica 
dim* I,\*, fl Y = 0 
0 
para todo subconjunto E E A(n,n-p) , ~ ~ d e  WE: cn + cE es la 
proyeccibn z = (z,, ..., 2 + zg 
II 
(cf. [9l,pag.311 Y [la ,pago 
201) . 
En v i r t u d  de .la fb 
- >. -
.3.4 (b ) ,  es pos ib le  r e s t r i n g i r s e  a 
csns iderar  solamente e l  caso , o sea  p = n . 
Sea entonces o E ,i ( ~ ~ 5  (*U ar) ) 
mankra que 
r r 
. a t z )  dz, , . , , B .  a = -- 
donde 
V ( f ) '  n 
a ( = )  es m a  funcidn de D* fW) , f ( z )  holomorfa en W y 
w ,c mnw. . . . ' . .  . i I;, , - .  . - +  r.  L ~ r :  - 'I - :b  
Haciendo el desa r ro l lo  en serie de Taylor de  a ( z )  alrededo 
y usando e l  lema 4-3.1 Be f11 , es posible  ca l cu l a r  R a] como 





. R)[ZI = ~ ~ ~ B I I T ; ( @ ~ I  
8-+e 
1 
& t - 2  , . .  - P es un polinomio holoma W y be es suficienternente pe- 
:f. [ l l ,  4.2.2 (ii), 3 . 5 . 3 ' ~  3.5.4 ). Pero, en v i r t u d  d e l  le- 
I "  . t - I 
G 
. , es posible  encontrar  \U;C ~ d c n a  semiana l i t i ca  S de  manera ., 
Observando ahora que -d( = 0 
f 
y en v i r t u d  B e 1  teorema de  Stokes (ef, [ l l  (1.6.8) ) se t i e n e  
La demostracidn de b) es simi 
IL 
i . *  > 
luago del teorama 3 .%.. ] astams en condiciones de contestar 
I I 




Sea Y , . . . , 1 = 2f un. faatilia de hipersuperficies en 4 
P 3 
X. Sea 3 3 
Entonces 
:I 
Deatostracibn: Como el pr&18males local, basta considerar W un =bier-= 
ts de C" . Sea 
donde a (z) E DO (W) , f url., tunci6n holomorf a en w y 

. - =  d ?. 
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